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Abstract. A simple proof of the Skolem-Mahler-Lech theorem isgiven, which does not make use of 
the p-adic number theory. It mainly relies on the equivalence between rational and recognizable 
series. In particular, this equivalence allows to deduce asily the general case of a commutative 
field of characteristic zero from the rational case. 
0. Introduction 
Dans [6], Skolem a montr6 le th6or6me suivant. 
Th~or~me 0.1. Si S (z )=~n~ sn zn est une sdrie rationnelle (i.e., le ddveloppement de
MacLaurin du rapport P(z)/  Q(z) de deux polyn~mes) d coefficients dans le corps Q 
des nombres rationnels, alors {n ~ N[s~ = O} est une partie ultimement pdriodique de N. 
Ce r6sultat peut se reformuler en termes de th6orie des langages: le support d'une 
s6rie rationnelle ~ coefficients darts Q est une partie 'reconnaissable' [2] de N. La 
d6monstration de Skolem utilise les propri6t6s des fonctions analytiques dans les 
corps p-adiques. 
Mahler [4] a ensuite &endu le th6or~me de Skolem aux corps de hombres 
(c'est-a-dire aux extensions alg6briques de degr6 fini de Q). Sa preuve g6n6ralise 
la rn6thode p-adique de Skolem en se fondant notamment sur la factorisation des 
id6aux fractionnaires en id6aux premiers darts les anneaux de Dedekind. 
Enfin, Mahler [5] et Lech [3] ont 6tendu le th6or~me de Skolem/l tout corps 
commutatif de earact6ristique nulle, le premier en se ramenant au cas d'un corps 
de nombres, et le second par une nouvelle g6n6ralisation de la  m6thode p-adique. 
Les d6monstrations de ces diff6rents r6sultats sont difficiles et requi6rent des 
connaissanees pr6alables importantes. Le pr6sent ravail vise/t donner du th6or~me 
de Skolem-Mahler-Leeh une preuve simple. II prend pour point de d6part 
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l'6quivalence ntre s6fie rationnelle t s6rie reconnaissable 6tablie par Schiitzenber- 
ger [7]. Apr6s quelques pr61iminaires (Section 1) nous d6montrons le th6or6me 
dans le cas de ~ (Section 2). Le cas des extensions purement ranscendantes de 
se ram6ne assez ais6ment au cas de O (Section 3) et le cas g6n6ral se d6duit alors 
de mani6re presque imm6diat¢ (Section 4). 
Pour un expos6 du r6sultat de Schiitzenberger tplus g6n6ralement pour tout ce 
qui conceme les s6ries rationnelles, on peut se reporter au livre de Berstel et Reutenauer 
[1]. 
1. Pr~liminaires 
1.1. S~ries reconnaissables 
Soit K un corps commutatif et soit S(z )=~.~N s.z" une s6rie ~ coefficients dans 
K. L'annulateur de S (not6 Ann(S)) est d6fini par Ann(S)={neNIs ,  =0}. S est 
reconnaissable (sur K)  s'il existe une matrice carrde M = (mo)a~,j<. k ~ coefficients 
darts K, un vccteur-ligne a = (a~) l~k  et un vccteur-colonne/3 = (fl#) ~j=~k 6galement 
coefficients dans K, tels que, pour tout neN,  s, = otM"/3. Le triplet (a, M,/3) est 
uric representation de S; les a~, flj, m~j, 1 ~< i,j<~ k, sont les coefficients de cette 
reprdscntation; ken  est la dimension. S est une s6ries reconnaissable rEgulibre s'il 
existe une repr6sentation (c~, M,/3) de S o6 M cst une matrice inversiblc. 
Schiitzenbergcr a montr6 [7], dans un cadre plus g~n6ral, qu'une s6rie S(z) cst 
rationnelle si et seulement si ellc cst reconnaissable. On pout aussi, darts le cas 
particulier qui nous int6resse, retrouver ce r6sultat directement en considdrant les 
relations de r6currence impliqu6es par l'6galit6 Q(z)= S(z)P(z) ,  oil Pe t  Q sont 
des polynomes. 
La proposition suivante est une consdquence imm6diate des d6finitions qui prd- 
c~dent. 
Proposition 1.1. Soit K un corps commutatif, S (z )= Y . .~  s.z" une s#rie fi coefficients 
dans K. Les conditions uivantes ont dquivalentes: 
(a) S est une S~rie reconnaissable ( respectivement, reconnaissable rEguli~re ) et admet 
une representation ( a, M, fl ) de dimension k. 
(b) ll existe un espace vectoriel E de dimension k sur K, une forme lin~aire a' sur 
E, un vecteur fl' E E et un endomorphisme ( respectivement un isomorphisme) f : E --> E 
tels que s~ = a'[f~(fl')], n ~ N. 
Corollaire 1.2. Soit S(z) = ~,.~N S.Z" une sErie reconnaissable. Alors il existe m ~ [~ tel 
que la sErie Sl(z)= ~.~N s,,+,,,z" soit reconnaissable rdguli~re. 
D~raonstration. Soient E, a' ,  /T, f, comme dans la Proposition 1.1. Comme E 
f (E )  ~f2(E) .  • . ,  il existe un entier m tel que f induit une bijection g de l'espace 
f~(E)  sur lui-m6me. Soit a" la restriction de a '  au sous-espacef~(E),  et/3" =fm(fl,). 
Alors, pour tout n~N,  s.+m-a'[ f '+m(f l ' ) ]=a"[g"(~")] .  L'application g 6tant 
inversible, la s~rie Sl(z) =~,,,~ s.+~,z" est reconnaissable r6guli~re. [] 
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1.2. Pdriodicitd 
Soit A une partie de hi; A est ultimement periodique s'il existe deux entiers qo et 
r tels que, pour tout q t> qo, q e A si et seulement si q + r ~ A; A est quasi-periodique 
si A est la r6union d'une partie finie et d'une partie p6riodique (c'est-~-dire, d'une 
partie de la forme a + rr~ avec a < r) de N. Dans les deux cas l'entier r est appel6 
une pdriode de A. 
Remarque 1.3. (1) Une pattie quasi-p6riodique est ultimement p6riodique. 
(2) A est ultimement p6riodique si et seulement si A est la r6union d'un ensemble 
fini et d'un nombre fini de progressions arithm6tiques de m~me p6riode. 
(3) A est quasi-p6riodique de p6riode r si et seulement si, pour tout j~  
{0, 1 , . . . ,  r -1} ,  {n ~NI j+  rn e A} est ou bien fini ou bien 6gal ~ [~ tout entier. 
Lemme 1.4. Soit (A i )~ une famille de parties quasi-pdriodiques de [~ admettant une 
m~me pdriode r. Alors A = ( - ]~  A~ est quasi-pdriodique (de pdriode r). 
D6monstration. Soit j  ~ {0 , . . . ,  r -  1}. Alors, pour tout i e / ,  A~ 6tant quasi-p6rodique 
de p6dode r, {n ~ NIj+ rn ~ A~} est ou bien fini ou bien 6gal/t hi. II en est donc de 
m6me de 
{n c•lj + rn e A} = ("] {n eNlj+ rn ~ Ai}. 
i e l  
Par cons6quent, A est quasi-p6riodique de p6riode R. [] 
2. S6ries reconnaissables $ coefficients dans 0 
Dans cette section nous supposons K = Q, le corps des rationnels. Soit p un 
nombre premier fix6. Pour tout rationnel q # 0, il existe un entier u ~ Z unique tel 
que q se factorise sous la forme q =p"a/b,  a, beZ,  p ne divisant ni a ni b. Nous 
notons v(q) = u et de plus posons v(0) = +oo. Let propri6t6s uivantes de l'applica- 
tion v se v6dfient imm6diatement: 
(A1) pour tout q, q' ~ Q, v(qq') = v(q)+ v(q'); 
(A2) pour tout q, q' ~ Q, v(q + q') >! inf(v(q), v(q')); 
(A3) pour tout heN,  v (n! )>-n / (p -1 )  (en effet, v(n!)<~[n/p]+[n/p2]+ 
[n/p 3] + . . . ,  Ix] d6signant la partie enti~re de x). 
Soit maintenant P(  x ) = ao + a~ x +. • • + a,,x nun polynome ~coefficients rationnels. 
Pour tout ieN,  on pose vi(P)=inf(v(aj) [ j  >- i} (si i>  n, v~(P) = +~) .  De (A1) et 
(A2) on d6duit: 
(A4) pout tout n e Z, v[P(n)]  >I co(P). 
Lemme 2.1. Soient P(x)  un polynome fi coej~cients rationnels et m ~ Z. Si l'on pose 
R(x)  = (x - m)P(x) ,  alors pour tout i ~ ~d, vi( P) >i vi+l( R ). 
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D6monstration. Supposons que P(x)  = ao+ a~x +. • • + a,x" et R(x)  = bo+ b,x + 
• • • + b,,x" + b,,+ix "+~, a,, et b,,+~ #0. De l'6galit6 R(x)  = (x - m)P(x )  r6sultent les 
relations, b,+~ = a, et bi+~ = a~ - ma~+l, i = 0, 1, . . . .  , n - 1. On en d6duit les 6galit6s 
ai=bi+l+mbi+2+m2bi+3 . • .+m"- ib ,+l ,  i=0 ,  1 , . . . ,  n. 
Par cons6quent, utilisant (A2), on a v(a~)>~ V~+l(R), ioN,  et doric v~(P)>~ v~+~(R), 
i~N. [] 
Dans la suite, on note C'. = n ! / ( i ! (n -  i)!) et p > 2 est un nombre premier. 
Propsition 2.2. Soit (d.),,~N une suite d'dldments de Z. Pour tout n ~N, on pose 
n i i b. = ~i--o C~ p di. Alors ou bien {n ~ ~] b. = 0} est un ensemble fini ou bien la suite 
(b . ) .~  est identiquement ulle. 
D6monstration. (1) Supposons que {n c N[b. = 0} soit infini et montrons que (b~).~N 
est identiquement ulle. I1 suffit de montrer que, pour tout (q, u )~ N 2, v(bq)>I u. 
(2) Soit (R.(x)).~N la suite de polynomes d6finie par 
n i 
R, (x )= ~ d iP 'x (x -1 ) ' ' ' (x - i+ l ) .  
~=0 i! 
La suite (R,,(x)),~N a les propri6t6s uivantes. 
(i) Quels que soient les entiers positifs m <~ n, R , , (m)= R , , (m)= bin. 
n 
(ii) Pour tout i~N,  v i (R , , )>~i - i / (p - i ) :  en effet, si R,,(x)=Y~i=oa~")x ', le 
coefficient a~ ~) est une combinaison lin~aire ~t coefficients entiers des nombres d~ IY/J! 
avec j~> i. Mais utilisant (A1), (A2) et (A3), on obtient les in6galit6s 
v(d j~. )>_ j -v ( j ! )>~j -  j >~i - i • 
p -1  p - l '  
done, pour tout iet~, v(a~"))>~ i - i / (p -  1) et done vi(R,,)>~ i - i / (p -1 ) .  
(3) Soit (q, u) c I~12 fix6 et soit i ~ N tel que i - i / (p  - 1) >i u. Soient m,, m2, . . . .  , mi 
i 616ments distincts de {n e NIb, =0} et soit un entier no majorant q et les mj, 
j= l , . . . , i .  
D'apr~s la propfi6t6 (i), le polynome R,o(x) admet ml , . . . ,  mi pour racines et 
done factorise sous la forme R,,o(x)= (x -  m~) . ' .  (x -  m~)P(x). Alors, appliquant 
le Lemme 2.1, les propri6t6s (i) et (ii), (A1), (A2) et (A4), on a 
i 
v(bq)=v[R.o(q)]>~v[P(q)]>>-vo(P)>~vi(R.o)>~i - >~u. [] 
p -1  
Proposition 2.3. Soit S (z )=~,~N S,Z" une sdrie reconnaissable r~guli~re admettant 
une reprdsentation ( a, M, fl ) de dimension k d coefficients entiers. Si p > 2 est un 
nombre premier qui ne divise pas det M, alors r annulateur de S est une partie de N 
k2 
quasi-pdriodique admettant une pdriode r < p . 
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D6monstration. Pour tout n ~ N, notons a la classe modulo p de n et soit 2~r = (r~#) 
la matrice h 616ments dans le corps 7/p  des entiers modulo p associ6e ~ M. Comme 
det/~r = det M # 0,/~r est une matrice inversible sur le corps Z/p  et done il existe 
un entier r<p k2 tel que 2VI '=L Par eons6quent, Mr=I+pM ', oft M '  est une 
matrice/~ coefficients entiers. 
Soit alors j ~ {0, 1, . . . .  , r -  1}; pour tout n ~ [~, posons d, = (aMJ)(M')" f l .  On a 
n 
sj+,~ = aMJ+~/3 = aMJ ( I+pM' ) " /3  = Y. C,pi ~d~. 
i=O 
Done, d'apr~s la Proposition 2.2, {n e N I Sj+r,, = 0} est ou bien fini ou bien 6gal ~ N 
tout entier. Cela 6tant vrai pour tout j ~ {0, . . . ,  r -1} ,  {n ~ N[sn = 0} est une partie 
quasi-p6riodique de p6riode r (of. Remarque 1.3(3)). [] 
On peut alors 6noncer le th6or6me suivant. 
Th6or6me 2.4 (Skolem [6]). Soit S(z) = ~,n~ sn zn une s6rie reconnaissable r6guli~.re 
sur O. Alors Ann(S) est une partie quasi-p6riodique de N. 
D6monstration. Soit (a, M,/3) une repr6sentation de S. Les coefficients de cette 
repr6sentation 6tant rationnels, pour m ~N bien ehoisi, (ma, mM, m/3) est une 
repr6sentation ~ coefficients entiers de la s6rie Tm(z) = Y.,,~ m"+2s,,z". T,,, est encore 
reeonnaissable r6guli6re et Ann(S)=Ann(Tin) .  Done, d'apr6s la Proposition 2.3, 
Ann(S) est une partie quasi-p6riodique de N. [] 
Remarque 2.5. II r6sulte imm6diatement de cette proposition et du Corollaire 1.2 
que pour route s6rie reconnaissable S, Ann(S) est ultimement p6riodique, ce qui 
est l'6nonc6 elassique du th6or~me de Skolem. 
3. Extensions transcendantes de O 
Dans cette section, nous 6tendons le th6or~me de Skolem au cas o6 0 est remplac6 
par Q(X~, X2 , . . . ,  Xm), corps des fractions rationnelles/~ m ind6termin6es sur O. 
Notation. Dans la suite, pour toute lettre X, (X [m]) d6signe le m-uple (X~, . . . ,  Xm) 
et nous notons Z[X  cmJ] l 'anneau des polynomes/t  m ind6termin6es/L coefficients 
entiers. 
Lemme 3.1. Soit P(X  [m]) un polynome fi m inddtermin6es d coefficients dans un corps 
quelconque. Pour tout i = 1 , . . . ,  m, soit 8i le degrd de Pen  l' inddtermin6e Xi. Supposons 
qu'il existe des parties A~, . . . ,  Am de K vdrifiant les conditions: 
(i) pour tout i = 1 , . . ,  m, Card Ai > 8i; 
(ii) pour tout (a t"]) ~ A1 x .  • • x Am, P(a ["]) = O. 
Alors, P ~- O. 
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D6monstration. La d6monstration est imm6diate par r6currence sur m. [] 
Lemma 3.2. Soit P ~ z[xtr 'q] .  II existe un hombre premier p > 2 et des parties infinies 
H~,. . . ,  Hm de Z telles que pour tout (h tm]) ~ 1-11 x.  • • x Hm, P( h [m]) n'est pas divisible 
par p. 
D6monstration. Soit P(X  Ira]) = ~(it.q) Ci l . . . imXi l  1"  " " X~ un 616merit de Z[Xtml]. pour 
tout i = 1 , . . . ,  m, soit 8~ le degr6 de P en l'ind6termin6e X~ et soit pun  hombre 
premier ne divisant pas tousles coefficients de P et tel que p > Max~ 8~. Pour tout 
n ¢ Z, notons ~ la classe modulo p de n. Alors, P(X  tm~) = Y(~t~) ~,.~X~? •• • X~, 
est un polynome non nul/~ m ind6termin6es sur le corps Zip. Pour tout i = 1 , . . . ,  m, 
soit A~ = {0, 1 , . . . ,  8~}. Appliquant le Lemme 3.1 avec K = Zip nous obtenons qu'il 
existe (a tm~) ~ A~ x.  • • x As tel que/5(a[m]) # 0. Done, pour tout (n~, . . . ,  nm) s Z", 
P(a~ + n~p,. . . ,  am + nmp) n'est pas divisible par p. Posant H~ = {a~ + np[ n ~ 7} on 
obtient le r6sultat voulu. [] 
Notations. Soit S(z)= ~,~N s,z" une s6de reconnaissable sur Q(X cm~) et (a, M,/3) 
une repr6sentation deS. Less, et les coefficients de cette repr6sentation sont 616ments 
de O(xEmJ). On note s ,=s , (X  tml) et de m6me a=a(xt~l)=(c~(xtml))~<_~<_k, 
/3=/3(xtml)=(/3j(Xts l))~j~k et M=M(Xt~] )=(m~j (Xt" I ) )~k .  Si l'on 
attribute aux ind6termin6es X~, . . . ,  Xm des valeurs h~, . . . ,  hm dans 0,  on obtient 
une repr6sentation ( a( htm]), M ( h[m]), ~3(him])) dela s6de Shts~( Z) = ~,~ s,( htm~)z ".
Lemme 3.3. Soit S(z) = ~.n~N s. z~ une sdrie sur le corps O(X["q), les s., n ~ N, dtant 
des dIdments de Z[ x[m]]]. Soient H~, . . . ,  Hm des parties infinies de Z. Alors, 
Ann(S) -- A Ann(Shc-~). 
• (h[m])~Hl× "''×Ha 
D6monstration. II r6sulte du Lemme 3.1 que s, = 0 si et seulement si, pour tout 
(h  [1 ] )  E H 1 x -  - • × Sin, sn(h [m]) = 0. Le lemme s'en d6duit imm6diatement. [] 
Th6or6me 3.4. Soit S( z) une sdrie reconnaissable rdgulidre sur le corps O(x[m]). Alor$ 
Ann(S) est une partie quasi-pdriodique de N. 
D6monstration. Soit (c~, M, fl) une repr6sentation de S, M &ant inversible. Pour 
tout polynome non nul R ~Z(Xtml), (Re,, RM, R/3) est une repr6sentation de la 
s6rie reconnaissable r6guli6re SR(z)=~,,~NRn+2s,z" et Ann(S)=Ann(SR).  En 
choisissant R convenablement, on peut done se ramener au cas o6 les coefficients 
de la repr6sentation (a, M,/3) appartiennent ~ Z[xrm3]. Alors, P = det M est 616ment 
de Z[Xtm]]; done il existe (Lemme 3.2) un nombre premier p>2 et des.parties 
infinies H1 , . . . ,  H I  de g tels que pour tout (h[/])E S ix ' ' "  X Hm, p(html) = 
det M(h Is]) n'est pas divisible par p; cela entratne (Proposition 2.3) que Ann(Sht-0 
est une partie quasi-p6fiodique admettant une p6riode r(h tm~) < pk2. Par eons6quent, 
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r= (pk2)[ est une p6dode commune pour tous les ensembles Ann(ShE~0, (h[m])s 
H~ x . .  • x Hm. Appliquant les Lemmes 3.2 et 3.3 on obtient que 
Ann(S)= m A Ann(Sh E'~J) 
(h [ ] )eH IX . . .xH  m 
est une partie quasi-p6riodique de N. [] 
4. Cas g6n6ral 
Dans cette section, nous 6tendons le th6or~me de Skolem au cas de tout corps 
commutatif K de caract6dstique nulle. 
Lemme 4.1. Soit L un corps commutatif ayant la propridtd (P) suivante: pour toute 
s6rie S(z) reconnaissable rdgulidre sur L, Ann(S) est une partie quasi.pdriodique de 
N. Alors, si K est une extension algdbrique de degrd fini de L, K a aussi la propridtd (P). 
D6monstration. Supposons que K soit une extension alg6bdque de degr6 d de L 
K est alors un espace vectoriel de dimension d sur L. Soient a~, . . . ,  cz~ d formes 
lin6aires ind6pendantes deK dans L Soit S(z) = Y~n~N sn z~ une s6rie reconnaissable 
r6guli6re sur le corps K. I1 existe (Proposition 1.1) un espace vectoriel E sur K de 
dimension finie k, une forme lin6aire a ' :  E -> K, un point /3 's  E et un isomorphisme 
f :  E -> E tels que sn = a ' [ fn($ ' ) ] ,  n ~ N. 
Mais E est aussi un espace vectoriel de dimension kd sur le corps L. Par 
cons6quent, pour tout i = 1 , . . . ,  d, la s6de S,~;(z) = ~,~N a~(Sn)Z" est reconnaissable 
r6guli6re sur le corps L: en effet, pour tout n ~ N, a~(s,,) = (tz~ o a')[f"(f l ' )]  de sorte 
que la condition (b) de la Proposition 1.1 est remplie (avec kd au lieu de k, a~ o tz' 
au lieu de a'). Par cons6quent, pour tout i=  1 , . . . ,  d, Ann(S~;) est une partie 
? 
quasi-p6riodique d  N. D'autre part, les a i, i - 1 , . . . ,  d, 6tant ind6pendantes, on a, 
pour tout se  K, s =0 si et seulement si V ie{ I , . . . ,  d}, a~(s) =0. Il en r6sulte que 
Ann(S) = r ) id l  Ann(S~;). Les ensembles Ann(S j ,  i=  1 , . . . ,  d, 6tant quasi-p6ri- 
odiques, il en est de m.Sme de Ann(S) et K a la propd6t6 (P). [] 
Nous pouvons maintenant 6noncer le th6or6me suivant. 
rh~or~me 4.2 (Skolem-Mahler-Lech). Soient K un corps commutatif de caractdris. 
tique nulle et S(z) = ~,~N S~ z- une sdrie reconnaissable sur K. 
(1) Si S est rdguli~re, alors Ann(S) est une pattie quasi-pdriodique de N. 
(2) Darts tousles cas, Ann(S) est une pattie ultimement p#riodique de N. 
D6monstration. (1) Supposons que S soit r6guli~re t d6finie par la repr6sentation 
(a, M,/3), M ~tant inversible. Soit W = {w~,. . . ,  wq} l'ensemble des coefficients de 
cette representation. On peut supposer que K = O(W), corps engendr~ par O et W. 
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Soit W'= {w~,.. . ,  wire} une pattie maximale contenue dans Wet  alg6briquement 
libre sur Q. Le corps L=Q(W' )  engendr6 par Q et W' est isomorphe 
Q(X~, . . . ,  X,,), corps des fractions rationnelles ~ m ind&ermin6es ur Q. Tout 
616ment w ~ W~ W' est alg6brique sur L de sorte que K est une extension alg6brique 
de degr6 fini de L. L'application du Th6or~me 3.4 et du Lemme 4.1 aux corps Let  
K termine la d6monstration. 
(2) Le cas oO S est seulement suppos6e reconnaissable d6coule imm6diatement 
du cas r6gulier et du Corollaire 1.2: en effet, soit m ~N tel que la s6rie Sl(z)= 
~'.,,~N S,,+mZ" soit reconnaissable r6guli~re; Ann(S1) est une partie quasi-p6dodique 
de •, donc ~ plus forte raison ultimement p6riodique, et il en est de m~me de 
Ann(S) = Ann(S~)- m. [] 
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